2 Kmity

2.1 Uvod
Kmitani stejné jako vinéni patii k typickym nestacionarnim d&jim s pfevazné periodickym
pribé¢hem. Veli¢iny, kterymi kmitani popisujeme, se tedy s Casem méni, ale maji také
opakujici se charakter. V této kapitole se budeme zabyvat pouze klasickymi kmity
mechanickymi a elektromagnetickymi. Prestoze maji tyto dva druhy kmitani zcela rtiznou
fyzikalni podstatu, jsou zatazeny do jedné spolené kapitoly, protoze jejich matematicky
popis je naopak totozny.

2.2 Kmity télesa na pruziné, harmonicky pohyb
Pro ptiklad jednoduchého harmonického kmitani si pfedstavme, Ze mame téleso o hmotnosti
m pevné spojené s (,,nehmotnou) pruzinou, kterd je na druhém konci upevnéna na
nepohyblivou desku (viz obr. 2.2.1). Polohu télesa, pifi které pruzina neni stlatend ani
natazend, nazveme rovnovaznou polohou (na x-ové ose je X = 0). Pro jednoduchost jesté
ptedpokladejme, Ze tieni mezi podlozkou a té€lesem m je nulové (jedna se tedy o netlumené

kmity).
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Obrazek 2.2.1: Kmity télesa na pruziné. (4) Téleso je v rovnovazné poloze.(B), resp. (C)
Téleso je vychyleno z rovnovazné polohy a vratnym impulsem je zde sila podle Hookova
zakona.
Vychylka télesa ve sméru osy x (resp. proti ose x) a smér sily pruziny jsou vzdy opacné.

Sila, kterou pruzina piisobi na vychylené téleso a ktera jej vraci zpét do rovnovazné polohy, je
odvozena z Hookova zakona:

Fy=—hkx | 2.1)

Jinak fecCeno je tato sila piimo umérna (k) vychylce (x) télesa na pruziné. Konstanta k je
nazyvana tuhosti pruziny. Aplikujeme-li II. Newtontuv zakon o sile musi platit néasledujici

rovnice:
—kx=ma_

5

9

ax+ix=0
m

+5x=0 (2.2)

kde k/m nahradime symbolem 7’ (jeho matematicko-fyzikalni vyznam vysvétlime pozdé&ji).
Dostaneme tedy nasledujici pohybovou rovnici pro popis netlumenych kmiti na pruzing:

+w'x=0 . (2.3)

Rovnice 2.3 je z matematického hlediska diferencialni rovnici druhého fadu a jeji feSeni
najdeme ve tvaru:

x(t)=Asin(wt+¢@) , (2.4)

kde 4 je amplituda (resp. maximalni vychylka oscilujiciho télesa), w ma vyznam vlastni
uhlové frekvence periodického pohybu (kmity jsou periodickym dé&jem) a ma tedy jednotky
rad.s”, @ je pocatecni Ghel nebo-li poéateéni faze, tzn. sinus tohoto ihlu je vlastné pocatecni
vychylkou télesa.

Z rovnice 2.4 mizeme vyjadfit okamzitou rychlost a zrychleni kmitavého pohybu (vSimnéme
si, Ze rovnice 2.3 a 2.6 jsou totozné):

v(t)=d);,(tt>=A%sin(wt+(p)=chos(wt+(p) , (2.5)
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dv(t)=d2x(t)

t)=
a(t)=— e

=Aw%cos(wt+cp)=—szsin(wt+(p) ) (2.6)

Dalsi velmi dulezitd veli¢ina je vlastni frekvence oscilitoru w, jejiz souvislost s tuhosti
pruziny a hmotnosti zavazi je zfejmy z rovnic 2.2 a 2.3:

=X Q.7)

V rovnicich 2.5 a 2.6 si také pov§imnéme, ze maximalni hodnoty dosahuje rychlost pti cos(0),
ale zrychleni je naopak v tomto okamziku nulové (sin(0)). S pouzitim vztahu 2.7 tedy plati:

Na obrézku 2.2.2 je vidét Casova zavislost okamzité vychylky, pficemz periodu kmit a jejich
frekvenci odvodime snadno ze znalosti vztahu pro thlovou rychlost, se kterou jsme se jiz
setkali v kinematice kruhového pohybu:

. o
T=—Tr—>T=2Tr\/ﬂ : (2.8)
w k
1 w 1 ?
=T ‘EJZ : (2.9)
x(t) 4 r
A ________

/
-
v

Pohyb papiru

(a) (b)
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Obrazek 2.2.2: (a) Zapis kmitani télesa na papir pohybujici se konstantni rychlosti (prevzato
z [1]), (b) Zavislost okamzité vychylky na case, A - amplituda, T - perioda kmitu

2.3 Energie jednoduchého harmonického oscilatoru
V mechanice byl diskutovan zakon zachovani mechanické energie v poli konzervativnich sil.
Pro ptipad jednoduchého harmonického oscilatoru, kdy neuvazujeme tfeni ani zadné jiné
energetické ztraty, samoziejmé plati tento zidkon také. Celkovd energie harmonického
oscilatoru se také sklada z potencidlni a kinetické energie, jejichz soucet je konstantni:

E=E+E, | (2.10)
kde E je kineticka energie a E, energie potencialni.

Potencialni energie harmonického oscilatoru souvisi pouze s pruzinou a jeji velikost je
zavisla na tom, o kolik je pruzina protaZena ¢i stlacena. Jinak feceno je potencialni energie
funkci vychylky x(?) a s pouzitim rovnice pro silu 2.1 plati:

E,=[ Fdx=| kx(t)dx

3

tedy
Ep:%locz(t)=%kA2sin2(wt+(p) , (2.11)

Kineticka energie harmonického oscilatoru naopak zase souvisi jen s kmitajicim télesem a
jeji velikost se méni v zavislosti na rychlosti v(z). S pouzitim vzorce 2.5 dostavame:

Ek=%mv2(t)=%mw2A2cosz(wt+cp) ,

s pouzitim w = k/m

Ek=%kAzcosz(wt+(p) ) (2.12)

Celkova energie je souc¢tem obou energii podle 2.10:

9

E=%kA2cos2(wt+cp)+%kA2sinz(wt-i-(p)

pouzijeme — li sin”a + cos’a = 1, dostaneme:

E=%h¥ . (2.13)
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Jak vidime ze vztahu 2.13, je energie opravdu nezavisld na Case a tedy konstantni. Na obrazku
2.3.1 jsou graficky vyjadfeny potencialni a kineticka energie jako funkce Casu a vychylky.
PovSimnéme si, ze vSechny energie jsou nezaporné. Zaroven je také na obrazku vidét, ze pti
nulové vychylce je veskera energie oscilatoru tvoiena pouze energii kinetickou a pro x=tA
naopak pouze energii potencidlni.

E()+E, (1)
E
E(1)
(]
R
5
<
(&)
" Ek(l)
T2 cas
£ E(x)+E(x)
E(x)
L
5
=
(0]
Ey(x)
-A 0 vychylka 4

Obrazek 2.3.1: Zavislost potencialni a kinetické energie na case a okamzité vychylce.

2.4 Kyvadla

V ptedchozi podkapitole 2.2 jsme se zabyvali kmity télesa na pruziné€ a nyni si rozebereme
harmonické oscilatory, u nichz neni vratna sila spojena s tuhosti pruziny nebo elastického
vlakna, ale s gravitacni silou. Matematicky popis kmitl kyvadel v podobé¢ feseni diferencialni
rovnice je v podstaté totozny jako v podkapitole 2.2, pouZzivaji se pouze jina pismena, a tudiz
se rozpisem jejiho feSeni nebudeme zabyvat.

2.4.1 Matematické kyvadlo

Tento oscilator je nejjednodussi varianta kyvadla, a proto jej uvedeme jako prvni. Sestrojime
jej pomoci vldkna, které zavésime jednim koncem na nosnik, a na druhy konec uvazeme tieba
kouli pouzivanou pfii hie petanque (viz obr 2.4.1). Dulezité je, aby vlakno mélo ve srovnéni se
zavéSenym télesem zanedbatelnou hmotnost. Za matematické kyvadlo muzeme takto
sestrojenou soustavu povaZovat pouze v piipade, jestlize hmotnost kyvadla m bude
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soustfedéna do jediného bodu a vlakno o délce L budeme brat jako nehmotné. Jestlize zavazi
vychylime o maly thel 8 (do 5°, t.j. 0,0873 rad), kona potom takova idealizovana soustava
skutecné harmonicky pohyb. Nicméné se vySe popsand realnd soustava matematickému
kyvadlu hodné¢ podoba a pii peclivych experimentech bychom dostali velmi podobné
vysledky ve srovnani s teoretickymi hodnotami.

Na zavazi ptisobi dvé sily, které jsou vyznaceny v obrazku 2.4.1. Jedna se o silu tihovou

F,=mg asilu vldkna T.

Obrdazek 2.4.1: Matematické kyvadlo.

Silu tihovou rozlozime na dvé slozky, a to na slozku tecnou mgsin® a radialni mgcos0. Te¢na
slozka je prave tou silou, ktera vraci téleso do rovnovazné polohy (8= 0°), a ptisobi tedy vzdy
proti vychylce. S pouZitim druhého Newtonova zdkona lze psat:

d*s

F,=—mgsin0=m? , (2.14)

kde s je vychylka zavazi méfena podél obloukové drahy. Mohli bychom tedy fici, ze
ds = Ld@(L-délka vlakna) a pro malé uhly (B8 < 5°) plati, Ze sinB= 6, tedy:

d20 g d29 g
— 9 Q . S 1 .
% I - % +—L (pro malé uhly) (2.15)

Vsimnéme si napadné podobnosti rovnice 2.15 s rovnici 2.2. Matematicky je zcela totoZzna, a
proto zavedeme stejnou substituci ¢lenu g/L za &, jak jsme udinili v rovnici 2.3:
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2
2 9+w29=0
dt

: (2.16)

kde w ma, jak jiz vime, fyzikdlni vyznam vlastni frekvence oscilatoru, ze které mizeme
snadno urcit periodu vzniklych kmiti matematického kyvadla:

2T L

Jinak feceno: perioda a frekvence matematického kyvadla zavisi pouze na délce zavésu a
tihovém zrychleni.

2.4.2 Fyzické kyvadlo

Zatimco matematické kyvadlo je spiSe myslenkova konstrukce, protoze predpokladame
hmotnost kyvadla soustfedénou do jediného bodu, fyzické kyvadlo miizeme oznalit jako

vvvvv

Sila F, =
otacivy ucinek sily na tuhé téleso, kde je hmotnost spojit€ rozlozena, je nutné do pohybové
rovnice dosazovat moment sily M/ = mgdsin®, kde d je rameno sily F,. Soucasné také vime,
ze celkovy moment sily plisobici na téleso je pfimo Umérny momentu setrvaénosti a
uhlovému zrychleni télesa (sila—moment sily, hmotnost—moment setrvacnosti,
zrychleni—uhlové zrychleni), tedy M=J€. Mluzeme pak snadno sestavit pohybovou rovnici:
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Je=—mgd sin0

9

d*o

t2

J

+mgd sin0=0

2

2
49, med Gro=0 |
dt J
d’e
dt’
kde wma znovu vyznam vlastni frekvence kyvadla a perioda kmiti je

_|mgd . _ J
w—\/—J —>T_2m/mgd . (2.19)

Vsimnéme si je$t€, ze pokud dosadime za moment setrvaénosti md’, coz plati pro
matematické kyvadlo, dostane vzorec 2.19 stejny tvar jako 2.17.

+w’sinf=0

: (2.18)

2.4.3 Torzni kyvadlo
Zvlastni ptipad kyvadla mizeme vidét na obrazku 2.4.3. Jedna se o tzv. torzni kyvadlo, kde
vratnym elementem je zkrut (krouceni = torze) zdvésu, napt. tenké kovové tycCe. Jestlize disk
zavéSeny na tyCce rozkmitame tak, ze jej pooto¢ime o thel B v roviné rovnobézné s
plochou disku, dojde k tzv. torznim kmitim. Pro moment sily zpisobujici vratny efekt plati
vztah:

M=—k6 , (2.20)
kde K (kappa) se nazyva torzni konstantou nebo torzni tuhosti ¢i tuhosti ve zkrutu a jeji
jednotky jsou N.m.rad™.

Obrazek 2.4.3: Torzni kyvadio.
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Jedna se tedy v podstaté o torzni variantu Hookova zékona a s pouzitim druhého Newtonova
zéakona pro rota¢ni pohyb dostdvame zase tutéz rovnici jako v piipadech 2.16 ¢i 2.18.:

d2

0 Ko=o |
> J
0, 5,
PR 0=0 . (2.21)

kde J je moment setrvacnosti kmitajiciho disku. Analogicky s pfedchozimi kyvadly
dostavame pro vlastni frekvenci torzniho kyvadla a jeho periodu kmitani vztah

w=\/E—>T=21T\/Z . (2.22)
J K

Ke vSem pfedchozim kyvadlim je dluzno dodat, ze feSenim diferencidlni rovnice je pro
vsechny pfipady vztah pro okamzitou vychylku 8 = 6,.sin(wt+¢).

2.5 Tlumené kmity
V ptedchozich podkapitolach jsme u kmiténi téles zanedbavali odpor prostiedi. Vzdy jsme
tedy tesili idedlni situaci, kdy nedochdzi k tlumeni kmitani, coz rozhodné neodpovida realité
(nikdy ndm rozkmitané téleso nebude kmitat do nekonecna:-)) Obrazek 2.5.1 ilustruje kmitani
télesa v tlumicim prostredi.

/ prostiedi predstavujici thimeni b

Obrazek 2.5.1: Tlumeny harmonicky oscilator.

Abychom mohli napsat pohybovou rovnici pro tlumené kmitani, musime si definovat tzv.
odporovou silu. Odporova sila (n€kdy také brzdna sila) obecné zavisi na mnoha faktorech,
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ale v naSem pftipad¢ si ji miizeme vyrazné zjednodusit. Intuitivng si asi kazdy mize odvodit,
ze odporova sila musi zaviset na velikosti rychlosti.

Dobrym piikladem pro tento ptedpoklad miize byt padajici té€leso v gravitaénim poli, kdy silu
tihovou postupné vyrovnava sila odporova. Jestlize budeme predpokladat, ze hustota vzduchu
se pfi vyrovnavani sil témef nezméni, a prafez télesa se také nezméni, musi nardst velikosti
odporové sily nutné pfimo umérné souviset se zvySovanim rychlosti.

Pro malé rychlosti plati, ze velikost odporové sily je pfimo imérna velikosti rychlosti. Tedy
F,,=—bv (2.23)

9

kde b je koeficient odporu prostiedi. Uzitim druhého Newtonova zédkona bude mit pohybova
rovnice nasledujici tvar:

Z F =ma,=—ky—bv

d’y__,dy
=—ph—-=—
" i
dy bdy k
4= y=0 . .
e Ty (2.24)

vvvvvv

uvedeme pouze jeji feSeni
b,
y(t)=4e ™ sin(wt+@) > (2.25)

kde uhlovéa frekvence tlumeného oscilatoru je

w=\/w§—(i)2 , ouo=\/z : (2.26)
2m m

Graf funkce okamzité vychylky zavislé na Case (rovnice 2.25) je znazornén na obrazku 2.5.2.
Vsimnéme si, ze funkce shora i zdola omezend je exponencialni funkci amplitudy, jejiz
velikost u tlumenych kmiti musi logicky s ¢asem klesat.
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Obrazek 2.5.2: Zavislost okamzité vychylky na case pro tlumené kmitani.

Proved'me jeste diskuzi k vyrazu 2.26 pro thlovou frekvenci tlumeného oscilatoru. Pokud je
b=0, pak tlumeni zmizi, ¢imz se vyraz redukuje na vlastni uhlovou frekvenci netlumeného
oscilatoru. Jestlize bude b << (km)"”, fekneme, Ze je tlumeni slabé, tedy o = w,. Pfi tlumeni
silném se pfi jisté kritické hodnoté koeficientu odporu prostiedi b, = 2(km)"? vyraz pod
odmocninou v 2.26 rovna nule. Pfi jesté silngj$im tlumeni b > (km)'? se celé feSeni rovnice
2.24 uz kvalitativné méni a dochézi k tzv. aperiodickému pohybu.

2.6 Nucené kmity
Jak uz sam nazev podkapitoly napovidd, jednd se nyni o kmitdni, jehoZ existenci podmiiiuje
vnéjsi budici sila, kterou Ize jednoduSe vyjadiit takto:

F(t)=F,sin(w,t) | (2.27)
kde w, je thlové frekvence budici sily. Nyni mizeme sestrojit pohybovou rovnici, u které
uvedeme pouze jeji vysledek a podrobnym fesenim se zabyvat nebudeme:

2
i{—;+%%+%y=ﬂ)sin(wbt) . (2.28)
Oscilator, ktery by konal nucené kmity, si mizeme piedstavit pomoci obrazku 2.5.1 pro
tlumené kmity, kde plivodné pevny nosnik, na némz je zavéSena pruzina, by nebyl pevny, ale
konal by kmity prave s tthlovou frekvenci w.

Resenim rovnice je pak vyraz velmi podobny jako ve 2.4, pfi¢emz rozdil je kromé vnucené
frekvence w, také v amplitudé, kterd je funkci proménnych jak w, tak w:

y(t)=Asin(w,t+p) | (2.29)
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bwb)2 : (2.30)

kde wy je vlastni frekvence netlumeného oscilatoru (b=0).

Vsimnéme si nyni, ze amplituda nucenych kmiti bude piiblizné¢ tim vétsi, Cim vice se sob¢
budou hodnoty obou frekvenci blizit svou velikosti. Splnime-li tedy podminku:

w,~w, (2.31)

dojde k "dramatickému" zvySeni amplitudy (viz obrazek 2.6.1). Takovy jev nazyvame
rezonanci a @, muZeme nazvat rezonan¢ni frekvenci.

— e —————

a,/0,

Obrazek 2.6.1: Zavislost amplitudy nucenych kmitit na poméru budici frekvence versus viastni
frekvence oscilatoru. Amplituda je nejvetsi, je-li pomer wy/w, priblizné roven 1 (je v
rezonanci).

2.7 Elektromagnetické kmity

V této podkapitole se budeme zabyvat kmity, které vznikaji v RLC obvodech. Fyzikaln¢ vzato
jsou elektromagnetické kmity zcela jiné podstaty ve srovnani s kmity mechanickymi.
Nicmén¢ matematika, kterd se pro popis téchto kmitii pouziva je téméf totozna (viz tab. 2.1).

2.7.1 Netlumené kmity v LC obvodu

Piedstavme si nyni elektricky obvod s civkou a kondenzatorem, kde nebudeme uvazovat
odpor dratd ani soucastek v obvodu zapojenych. Jak znamo civka je charakterizovéana vlastni
induk¢nosti a kondenzator kapacitou, proto takovy zapojeni nazveme LC obvodem (viz obr.
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2.7.1). Takovy obvod ma svou analogii u mechanickych kmitl na pruzin¢, kde jsme
neuvazovali odpor prostiedi.

J’_

AAAAA
vyyvyy

C== O,. L

Obrazek 2.7.1: Priklad LC obvodu, kde je kondenzator pred sepnutim spinace nabit na Q.

Predpokladejme, Ze na kondenzatoru je pocateni naboj Q... a v ¢ase ¢t = 0 sepneme spinac.
Nyni se zamyslime nad tim, co po sepnuti bude v obvodu (obr. 2.7.1) nasledovat. Na celou
situaci se podivame z pohledu energie. Elektrickd energie kondenzatoru je definovana
vztahem:

1 Qe
E =—="=, 2.32
el 2 C ( )

kde C je kapacita kondenzatoru. Po sepnuti spinace se za¢ne kondenzator vybijet a proud v
Case exponencialn¢ klesd (viz elektfina-kondenzatory). Jak jiz z Faradayova zakona
elektromagnetické¢ indukce vime, méni-li se proud v civce v Case, indukuje se v civce
elektromotorické napéti U=-L(d//d¢) a pro magnetickou energii pak plati:

1,2
B =5 LI, (2.33)

kde L je vlastni induk¢nost civky a I je proud prochazejici obvodem. Podobné jako u
netlumenych mechanickych kmitl se i zde musi energie zachovévat. Jinak feceno se energie
elektricka méni na magnetickou a naopak, tedy:

2
E=E21+Emag=%%+_

;uz : (2.34)

Vzhledem k tomu, ze v LC obvodu neuvazujeme odpor, nedochdzi tedy ke energetickym
ztratam a musi byt celkova energie celého obvodu v ¢ase konstantni:

dE
” ) (2.35)
Pouzitim 2.35 a diferenciaci rovnice 2.34 dostdvame:
dE_d [ Q 0do
—=—=+4+—=LI +L1— 0 . 2.36
dt dt (2C 2 ) C dt dt ( )
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a s pouzitim vztahu pro proud / = dQ/dt miizeme vyjadrit zdkladni diferencidlni rovnici pro
netlumené kmity v LC obvodu:

o _
LI =0 .
7 , (2.37)

Ny
"c
+L

+-50=0 . (2.38)

dt
VSimneme-li si napadné podobnosti rovnice 2.38 s rovnici 2.2, zjistime, Ze z matematického
hlediska jsou tyto rovnice zcela totoZné:
2
d ;C + ix =0
dt m
kde k/m=w’ a @ ma vyznam vlastni thlové frekvence. Analogicky miZzeme vyjadiit vlastni
uhlovou frekvenci pro netlumené LC kmity, tedy:
o (2.39)
LC
kde L je vlastni induk¢nost civky a C je kapacita kondenzatoru.

b

Resenim rovnice 2.2 je funkce okamzité vychylky zavislé na Gase:

x(t)=Asin(wt+¢@)
kde A4 je amplituda, nebo-li maximalni vychylka a ¢ je pocatecni faze (thel). Vzhledem k
tomu, ze se jednd o matematicky zcela totoznou rovnici 2.38 s rovnici 2.2, pak 1 jeji feSeni je
stejné a obsahuje pouze jina "pismenka":

0(t)=0,,.sin(wt+p) | (2.40)

kde Omsx je maximalni hodnota niboje na kondenzétoru. Stejné feSeni dostaneme i pro
Casovou zavislost proudu, vime-li, ze I=dQ/dt:

do _ 410, sin(wi+e)]

= =
dt dt

=w(,,.cos(wt) , (2.41)

kde ®Qmax mé vyznam amplitudy proudu l..« a funkce kosinus nds upozornuje, ze proud se
vici naboji zpozd'uje o 90°:

I(¢)=1,,sin(wt+@)
kde ¢ je v tomto ptipad¢ vici naboji -m/2.

: (2.42)

Analogii netlumenych kmitii v LC obvodu s kmity mechanickymi dobfe ilustruje 1 obrazek
2.7.2, kde jsou jednotlivé situace v obvodu po Ctvrtinach periody srovnany s kmity télesa na
pruzing.
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C + O =0
47E
== L
O
o— (A)
t= 14T
C =1, E Ve
gQ: 0 :E k E
—_— b L -
T - (B) 1 X
B x=0
(=127
C Qo 1=0
Att— L
O
— ©
t= 34T B
C -1, :
" :
. E (D)
(=T
C O s I1=0
47E
= L
O
- (E)

Obrazek 2.7.2: Priklad oscilace naboje v LC obvodu (bez odporu = netlumené oscilace) ve
srovnani s netlumenymi mechanickymi kmity. E je intenzita elektrického pole v kondenzatoru
a B je magneticka indukce vznikajici diky civkou prochazejicimu proudu, pricemz proud v
case exponencialné klesa, jak se kondenzator vybiji a diky tomu se na civce indukuje
elektromotorické napéti podle Faradayova zakona.

Jednotlivé kroky v obrazku 2.7.2 si lze jesté vysvétlit i z pohledu energie, jak jsme oscilacni
obvod diskutovali jiz v ivodu. Krok (A) ilustruje situaci, kdy se za€ina vybijet kondenzator
(energie elektrickd je maximalni) a naboj v ném zacéne klesat, ¢imz v obvodu zacina klesat 1
proud. V piipadé (B) dochazi k indukci elektromotorického napéti na civcee, jejiz pfic¢inou je
casoveé proménny proud a elektricka energie z kondenzatoru se postupné pfeméni na energii
magnetickou. V obrdzku (C) se civka vybiji a vraci svou energii zpét do kondenzatoru. V
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kroku (D) se zase kondenzator vybiji a v civce se indukuje elektromotorické napéti, nasledné
v ptipadé (E) se cyklus uzavira a kondenzator je stejn€ polarizovan jako na zacatku (A).

2.7.2 Tlumené kmity v RLC obvodu

Nyni se znovu jednd o analogii s tlumenymi kmity mechanickymi. Tlumici soucastku zde
predstavuje rezistor, ktery spotiebovava energii, ¢imz snizuje celkovou energii v obvodu, tedy
Eq + Enae = -ER. Elektricky odpor rezistoru je analogii k odporu prostfedi pfi mechanickém
kmitani. Zapojeni oscilacniho RLC obvodu je znazornéno na obrézku 2.7.3.

R

| —|
—_—

: Qm ax L

L]+

)

Obrdazek 2.7.3: Priklad zapojeni RLC obvodu pred sepnutim, kdy na kondenzatoru je naboj
Omax.

Rovnice energii tlumenych kmitd v RLC obvodu sestavime podobné jako ve 2.38 a pouze

piidame ¢len disipujici energii (-RI* =-RdQ/d¢) v rezistoru:
al  Qdo _
Ll —+= —RI’
7T C dr , (2.43)

4’0, RO
LT CQ =0 . (2.44)

Vsimnéme si opét napadné podobnosti rovnice 2.44 s rovnici 2.24. ReSeni této rovnice je zase
stejné jen s jinymi ,,pismeny*:
Rt

0(t)=0,, ¢ *sin(wi+@) > (2.45)

kde w je thlova frekvence tlumenych kmiti v RLC oscilatoru.

J L (RY
“|LC \2L
Z rovnice 2.45 je ziejmé, Ze amplituda klesa s ¢asem a jeji funkce ma tentyZ prib¢h, jako na

obrazku 2.5.2. Proved’'me jesté diskuzi k rovnici 2.46. Jestlize bude odpor R<<(4L/C)"?, pak
snadno dosazenim zjistime, ze uhlovad frekvence tlumeného oscilatoru bude téméf rovna
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vlastni uhlové frekvenci oscilatoru netlumeného, tedy (1/LC)". Pokud ovSem bude hodnota
odporu rovna vyrazu (4L/C)"?, oscilace se neobjevi a mluvime o tzv. kritickém tlumeni
(R=(4L/C)"*). K nadkritickému tlumeni musi samozfejmé dojit v piipadé R>Rc, coz
ilustruje obrazek 2.7.4.

o
0

= max

t

Obrazek 2.7.4: Graf zavislosti okamzitého naboje na case pri nadkritickém tlumeni v RLC
obvodu.

2.7.3 Nucené kmity v oscilaénim obvodu

Ptipojime-1i k RLC obvodu vnéjsi stiidavé napéti (viz obr. 2.7.5) s thlovou frekvenci wb, pak
podobné jako pfi vnéjsi budici sile v podkapitole 2.6 mluvime o nuceném kmitani. Kazdy
RLC obvod ma svou thlovou frekvenci, ale vzdy v ném po urcité dob¢ oscilace vymizi. Proto
1 intuitivné si lze odvodit, Ze tyto kmity po relativné kratké dobé pievezmou uhlovou
frekvenci budiciho elektromotorického napéti, at’ uz byla ptivodni frekvence jakakoliv.
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Obrazek 2.7.5: Schéma zapojeni RLC obvodu s vnéjsim budicim napétim Ub(t) podminujici

Na zavér této podkapitoly si jest¢ uved'me tabulku 2.1 zndzorfiujici matematické analogie

nucené kmity.

mezi elektromagnetickymi a mechanickymi kmity.

Tabulka 2.1
Elektromagnetické kmity Mechanické kmity
Naboj o) © x() Vychylka
Proud Ity < v Rychlost
Napéti U@y < F(x) Sila
Odpor R < b Tlumici
koeficient
Kapacita C o k Tuhost pruziny
Vlastni indukénost L < m Hmotnost
Proud = derivace ~do dx rychlost = ,
. ¥ I=—= & v=— derivace vychylky
naboje podle ¢asu dr dr y
podle casu
Rychlost zmény dI_d°Q Cdv dx Zrychleni = druha
proudu = druh4 derivace o Ty e derivace vychylky
naboje podle ¢asu podle ¢asu
. 1 1 .. .
Energie v civce E.,. = ELI o E = Emw Kineticka energie
) > o
Energie v - 107 o oLy Potengalm
kondenzatoru ¢ 2cC ) energie
Rychlost disipace X Rychlost disipace
enersi d I'R & b’ f A t¥and
gie na odporu energie tienim
Budici napéti U, =U,sin(o,f) <> F, =F,sin(01) Budici sila
Netlumené oscilace d&’0 1 d’x &k Pohybova S
v LC obvodu el o e pro netlumené
~ mechanické kmity
Tlumené oscilace L Rdo 1 0=0 d’x Jhde ko iffiﬁ?lfjnréovmce
= S 2 ke
v RLC obvodu Ldt LC > mdt m mechanické kmity
Nuqene ©0 RdO . £r bde & . Pohybova rovnice
oscilace v —+———+—0=U;sin(0,t) < —F+——+—x=[sin(0,f) Ppronucenc
RLC obvodu 94 L dr LC e mdem mechanické kmity

2.8 Skladani kmitu

V mechanice (napt. vrhy téles) jsme zjistili, Ze konecna poloha télesa, které kona urcity
kiivocary pohyb, nebo-li kond soucasné vice pohybt, je stejna, jako kdyby téleso konalo tyto
pohyby po sob¢ v libovolném potadi. Tento tzv. princip superpozice plati i pro kmity:
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Konéa-li hmotny bod soucasné nékolik harmonickych pohybi, je jeho okamzita vychylka
urcena vektorovym souctem okamzitych vychylek jednotlivych harmonickych pohyb.

Je nutné znovu zdlraznit, ze vySe uvedeny princip plati stejn¢ i pro oscilace naboje, proudu
nebo napéti. Pribéh slozeného kmitani (oscilaci) je zavisly na sméru jednotlivych slozek,
jejich poctu, amplitudach, pocatecni fazi a frekvenci. Slozené kmity mivaji Casto velmi slozity
prabéh, ale my se v nasledujicim textu budeme zabyvat pouze t€émi jednodussimi ptipady, kdy
vSechny slozky lezi v jedné piimce nebo v ptimkach na vzajem kolmych.

2.8.1 Skladani stejnosmérnych kmiti o shodné frekvenci

Jestlize se jednd o harmonické kmity stejné frekvence, nazyvame je izochronni kmity (z
fectiny izos - stejny, chronos - €as). Pro tyto kmity plati nasledujici rovnice:

y,=A,sin(wt+@,) |
y,=A,sin(wt+@,) | (2.47)

Slozenim (superpozici) téchto kmitii vznikaji harmonické kmity o stejné thlové frekvenci,
ovSem s jinou amplitudou a pocateéni fazi:

y=y,+y,=Asin(wt+p)=A4,sin(wi+@,)+ 4,sin(wt+p,) . (2.48)

Vyslednou amplitudu 4 a pocatecni fazi ¢ l1ze nalézt pomoci tzv. fazorového diagramu (viz
obr. 2.8.1) podobng, jak jsme vektoroveé (fazorove) scitali naptiklad napéti v RLC obvodech.
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Obrazek 2.8.1: Skladani kmitii o stejné frekvenci, (A) kmity stejné faze, (B) opacné faze, (C)
riizné faze.
Vztah pro amplitudu vysledného kmitani zde uvedeme bez odvozeni, piestoze je z
matematického hlediska jednoduché:

A=NA+ A2+2 4, 4, cos(p,—p,) . (2.49)

2.8.2 Skladani stejnosmérnych kmiti o riznych frekvencich

Superpozici harmonickych kmith rizné frekvence vznikaji kmity anharmonické
(neharmonické), narozdil od skladani kmiti stejné frekvence, které je periodické jediné v
ptipadé, kdy jsou frekvence sklddanych kmith v poméru celych ¢isel. Na obrazku 2.8.2
vidime tii ptiklady superpozice kmiti o riznych pomérech frekvenci a, pro jednoduchost, se
stejnou fazi.
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(A)

(©)

Obrazek 2.8.2: Skladani kmitii o riiznych frekvencich, (A) pomeér
frekvenci 1:2, (B) pomeér frekvenci 1:3, (C) pomer frekvenci 2:3.

2.8.3 Skladani stejnosmérnych kmiti o blizkych frekvencich
V ptipadé skladani kmitli o podobnych frekvencich se jednd o zvlastni ptipad superpozice
kmit rtiznych frekvenci. Pokusme se najit rovnici vysledného kmitani za predpokladd, ze
A1=A4:,=4, ,=0,=0, 0,=0-Dow, v,=o+Aw, pficemz Aw<<w. Jednotlivé kmity jsou popsany
rovnicemi:

y,=A,sin(w,t) | y,=A,sin(w,t) . (2.50)
Prostym souctem rovnic 2.50 a uzitim pravidla pro s¢itani funkci sinus dostaneme rovnici:
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w,—w, )t w,+w,)t
y=y1+y2=2Acos( 22 ) sin( 22 J =2Acos(Awt)sin(wt) . (2.51)

Vysledné kmitani (viz obr. 2.8.3) tedy neni harmonické, nicméné pti malém rozdilu frekvenci
lze jej povazovat za "piiblizné harmonické" s periodou 7=2TVw. Z rovnice 2.51 si miZeme
vyjadiit ménici se amplitudu vychylky:

A=[2Acos(Awt)| . (2.52)

Pii tomto druhu skladani kmitd dochéazi k vzniku tzv. razi (viz obr. 2.8.3), které maji
nasledujici periodu, respektive frekvenci:

W, —w;
21

2 _ 1
w,—w, Aw

1
Ty= _)fR=?= =1, (2.53)

(B)

Obrazek 2.8.3: Skladani kmitii o blizkych frekvencich - vznik razii, (A) piivodni kmity, (B)
razy.
2.8.4 Skladani kolmych kmiti

Pokud je kmitani slozeno z kmitii navzajem kolmych, lezi pak vysledna trajektorie v roving.
Okamzité vychylky jednotlivych slozek jsou dany rovnicemi:

=
—_
~
~—
|

=A,sin(w,t+p,) |
y(t)=A4sin(w,t+@,) . (2.54)
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Obecné je vysledna rovnice ¢i trajektorie slozeného kmitani pomérné slozita (viz obr. 2.8.4) a
vznikaji tzv. Lissajousovy obrazce.

¢=0 o=m/4 o=n/2  ¢=3n/4 Q=T

0O N
2R3 DL S
SE B 22
BB RSB
- BRIRE

Obrazek 2.8.4: Skiadani kmitii vzajemné kolmych - Lissajousovy
obrazce (vodorovné-fazovy rozdil, svisle-pomer frekvenci).
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