Kinematika I1

Vrhy

Galileo Galilei jiz pfed ctyfmi staletimi, kdy studoval pad riiznych téles ze Sikmé véze v Pise,
zjistil, ze vSechna télesa se pohybuji se stalym zrychlenim sméfujicim svisle doli — mizeme-
li zanedbat odpor prostfedi. Toto zrychleni nazyvame tihovym zrychlenim, zna¢ime ho g.
Tihové zrychleni zavisi na zeméepisné Sifce a nadmotské vySce. Na 45° severni Sitky u hladiny
mofe bylo stanoveno takzvané normalni tihové zrychleni na 9,80665 m.s. Smérem k polim
tihové zrychleni roste, ve Zling€ je asi 9,8100 m.s. Dosadime-li za tihové zrychleni pfi
vypocétech 10 m.s*, dopustime se mensi nepfesnosti, nez kdyz zanedbavame odpor prostiedi.
Pokud hmotny bod vrhneme né&jakou rychlosti né¢jakym smérem, nazyvame jeho pohyb vrh.
Jedna se o pohyb rovnomérné zrychleny, kdy m4 hmotny bod néjakou pocatecni rychlost a
zrychleni je konstantni a smétuje svisle dola. Pti vrhu se vzdy jedna o pohyb ve svislé roving,
je proto vhodné zavést soustavu soufadnic tak, aby osa x méla smér vodorovné slozky
rychlosti a osa z byla svisla. Protoze jde o rovhomérné zrychleny pohyb, nemusime pouZzivat
obecné rovnice (1.4) a (1.5), ale vystaime se vztahem (1.8). Navic plati princip nezavislosti
pohybil a miizeme pohyby v rtiznych osach pocitat nezavisle.

Pro pohyb v ose x mlizeme vztah (1.8) upravit na

1
X = Eaxt2 ty, ttx,, (2.1

vime ale, ze zrychleni je vzdy svislé. To znamend, Ze vodorovna slozka zrychleni je nulova
a,=0. Pak miZeme pro pohyb ve sméru osy x vztah (2.1) zjednodusit na

X= v, It X, (2.2)
a analogicky pro pohyb v ose z na

1
z= Eazt2 tyttz,. (2.3)

Vrh svisly

O vrhu svislém mluvime, kdyz vrhneme hmotny bod svisle vzhlru nebo svisle dold.
Specialnim piipadem vrhu svislého je volny pad, kdy je téleso volné vypusténo z néjaké
vysky. Pii vrhu svislém je vodorovna slozka rychlosti nulova a vztah (2.2) nam piejde na
x=x,. Hmotny bod se ve vodorovném sméru nepohybuje a jeho soufadnice x se neméni.

Ve svislém sméru ma zrychleni a. velikost g a sméfuje svisle dolt. Plati tedy a. = -g. Hmotny
bod je vrzen rychlosti vy svisle vzhtliru, pak v, = v. Nebo svisle dold, pak vy, = -vo. Po¢atecni
vyska je zy. Rovnici (2.3) mizeme prepsat ve tvaru

z= - itz byt z,, (2.4)

kde vy bereme kladné¢, je-1i hmotny bod vrzen vzhiiru, a zaporné, je-li vrzen dolt.

Zadani:
Té&leso je vrzeno svisle dolii rychlosti 2 m.s™ z vy$ky 12 m. Za jak dlouho dopadne?
Reseni:
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Kdyz téleso dopadne, mé nulovou vysku z=0. Zname g, v, 1 zo. Dosadime do (2.4)

- 5¢7-2t+12= 0.
Kvadratickou rovnici vyfeSime a ziskdme koteny # = -1,76 sa t, = 1,36 s. Smysl ma feSeni,
kdy téleso dopadne teprve potom, co bylo vypusténo, to znamena, je-li ¢as kladny. Téleso
dopadne za 1,36 s.

Vrh vodorovny

O vrh vodorovny se jednd, kdyz je hmotny bod vrZzen vodorovné (ve sméru osy x) n¢jakou
pocatecni rychlosti. Tihové zrychleni g sméfuje svisle dol, proto a, = 0 a a. = -g. Poc¢atecni
rychlost v, je vodorovna, plati vox = vo a vo, = 0. Té€leso je vrzeno z vysky z,, pocatek soustavy
je rozumné zvolit tak, aby x, = 0.
Rovnici (2.2) popisujici pohyb ve sméru osy x mliiZzeme piepsat do tvaru

X=yt. (2.5)
Ve vodorovném sméru jde o pohyb rovnomérny. Ve svislém sméru je pocatecni rychlost
nulové a jedna se o volny pad — vztah (2.3) se zjednodusi na

z= -;g12+ Z,. (2.6)

Zadéni:

Jak daleko od paty srazu o vy$ce 20 m dopadne téleso vrzené vodorovné rychlosti 12 m.s™'?
Reseni:

Rychlost je vodorovna, jedna se o vrh vodorovny. zo = 20 m je vyska srazu. Z rovnice (2.6)
vypocitame, za jak dlouho téleso dopadne (z = 0)

0=-5¢+20,
t=-/4=2s.

Vzdaélenost od paty srazu (tedy soufadnici x) v okamziku dopadu ¢ = 2 s urcuje rovnice (2.5)

x=12.2=24m.
Téleso dopadne 24 m od paty srazu.
Vrh Sikmy
z
A
0z Y
(04
Vox x

Obr. 2.1:Rozklad rychlosti

NejobecnéjSim piipadem vrhu je vrh Sikmy, kdy je téleso vrzeno Sikmo vzhlru (obr. 2.1)
nebo dolii rychlosti vy pod elevaénim uhlem a vzhledem k vodorovné roviné (ose x).
Délostielci elevaénimu uhlu a tikaji namér. Je-li a = £90°, jde o vrh svisly, je-li a = 0°,
jedné se o vrh vodorovny. Tihové zrychleni g sméfuje svisle doli, proto a, = 0 a a. = -g.
Pocatecni rychlost v, 1ze rozepsat do slozek a plati tedy vo, = vo.cos(Q) a vo, = vo.sin(). Téleso
je vrzeno z vysky z,, poCatek soustavy je zpravidla volen tak, aby x, = 0.

Rovnici (2.2) popisujici pohyb ve sméru osy x mliizeme piepsat ve tvaru (obr. 2.1)
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x= vt v,cosla)z. (2.7)
Rovnici (2.3) mizeme potom upravit do tvaru

z= - itz by Ltz = - itl + v, sin(a )¢+ z,, (2.8)
Zadéni:
Projektil je vystielen z véZe vysoké 40 m pod thlem 25° smérem vzhtiru rychlosti 15 m.s™.
Jakou rychlosti a v jaké vzdalenosti dopadne na vodorovnou rovinu?
Reseni:
Nejdiiv spoc¢itime vodorovnou a svislou slozku rychlosti: vo, = 15.c0s(25°) = 13,6 m.s™ a v, =
v.8in(25°) = 6,3 m.s”. Dale zjistime, za jak dlouho od vystielu projektil dopadne na
vodorovnou rovinu. KdyZ projektil dopadne, je jeho soufadnice z nulova; z rovnice (2.8)
ziskame kvadratickou rovnici

5A+63t+40=0,

ktera ma kofeny #, = -2,27 sa t, = 3,53 s. Fyzikalni smysl ma kladny koten. Cas # dosadime
do (2.7) a vypocitame x = 13,6.3,53 = 48 m. Stela dopadne ve vzdalenosti 48 m od paty véze.
Nyni uré¢ime rychlost. Ve vodorovném sméru se jednd o pohyb rovnomérny, vodorovna
slozka rychlosti je proto konstantni v, = 13,6 m.s'. Ve svislém sméru jde o pohyb
rovnomémné zrychleny. Podle vztahu (1.7) v. = -gt + vy, = -35,3+6,3 = -29 m.s™. Velikost

rychlosti v = /vf + vz2 = 32,0 m.s”'. Kdyz budeme v kapitole 4 mluvit o zachovani energie,

ukdzeme si elegantnéjsi feSeni s vyuzitim zakona zachovani mechanické energie.

Povazoval bych za nesmirné nestastné, kdyby se n€kdo ucil vzorce (2.4-8) zpaméti. Uvadéli jsme si je, aby bylo
vidét, jakym stylem se kinematické ulohy fesi. Dilezité jsou vztahy (1.7) a (1.8) a z nich vychazejici tivahy,
které veli¢iny maji jakou hodnotu.

Pohyb po kruZnici

Pohyb miizeme vzdy popsat v kartézskych soutadnicich, jak jsme si ukazali v pfedchozich
kapitolach. OvSem ve specidlnich pitipadech miize byt uzite¢né zvolit jinou nez kartézskou
soustavu souiadnic. Pfipadem, se kterym se v praxi Casto setkame a kdy s vyhodou pouzijeme
polarni soufadnice, je pohyb po kruznici.

Rekneme-li o hmotném bodu, Ze se piesunul po kruZnici z polohy #=(0;10) m do polohy r,=(-
5;8,6) m, mnoho si pod tim nepfedstavime. Rekneme-li, Ze hmotny bod vykonal na kruZnici o
poloméru 10 m tfetinu otacky, bude to nazornéjsi.

Pohyb po kruZnici je zvlastnim ptipadem kiivocarého pohybu, kdy sttedem kruznice kolmo
k jeji roviné prochazi osa otaceni (rotace). Priivodi¢ (polohovy vektor) smétfujici z pocatku
(stfedu kruznice) do pohybujiciho se hmotného bodu ma konstantni velikost |r| = 7 a méni se
pouze jeho smér. Smér pruvodice je popsan uhlovou polohou — thlem @, ktery svira pravodic¢
spevné zvolenym smérem leZicim vroving kruznice. Uhel ¢ se méfi v Ghlové mife
(radianech) a je definovan jako podil délky oblouku kruznice s ptisluSejiciho stfedovému tthlu
@ apoloméru této kruznice r (obr. 2.2)

p == (2.9)

Délka kruznice je 2T a je tedy zfejmé, Ze plnému thlu 360° odpovida 21t radiant.
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Obr. 2.2: Definice radianu

Uhlova rychlost a zrychleni

Kdyz byla poloha definovdna polohovym vektorem, zavedli jsme rychlost, abychom zjistili,
jak se méni v ¢ase polohovy vektor, a zrychleni, které nam popisuje, jak se méni rychlost. Pii
pohybu po kruznici je poloha ur¢ena thlem ¢ a miizeme zcela analogicky vztahu (1.2) zavést
uhlovou rychlost w

d
W = d¢t (2.10)
a jako ve vztahu (1.3) thlové zrychleni £
do d%
= dr = q (2.11)

ProtoZe thel je v radidnech, ¢ekali bychom, Ze thlova rychlost bude mit jednotku rad.s™” a
uhlové zrychleni rad.s. Je ale tieba si uvédomit, ze thel v radianech je jen pomér dvou délek
a tim padem bezrozmérné Cislo. MiZzeme se proto setkat s tim, ze tthlova rychlost je uvadéna
v s a uhlové zrychleni v s

Uhlovou polohu, uhlovou rychlost i ahlové zrychleni jsme zavedli jako skalarni veliGiny.
V literatute se miizeme setkat i s tim, ze jsou tyto veli€iny zavedeny jako vektorové. To miize
byt uzitecné, kdyZz se naptiklad pfi pohybu méni v prostoru orientace osy rotace.

Vzhledem k tomu, Ze vztah (2.10) formaln¢€ odpovida vztahu (1.2) a vztah (2.11) vztahu (1.3)
pouze s tim rozdilem, Ze misto r piSeme @, misto v piSeme w a misto a pak & musi stejné
analogicky platit vztahy (1.4-1.8). Je-1i naptiklad Ghlové zrychleni konstantni (& = konst.),
muzeme analogicky k (1.8) napsat

9 = ;£t2+w0t+¢0.

Vztah mezi ithlovymi a drahovymi veli¢inami

Pokusme se nyni najit souvislost mezi uhlovymi a drahovymi veli¢inami. Vztah mezi drahou
a thlovou polohou je dan vztahem (2.9). Ten miizeme piepsat jako

s=re. (2.12)
Derivujeme-li rovnici (2.12) podle €asu, derivaci drahy bude velikost rychlosti a derivaci
uhlové polohy tihlova rychlost (polomér kruznice je konstanta). Dostaneme

V=rw (2.13)
Vsimnéme si, ze velikost rychlosti je skalar. Derivujeme-li opét rovnici (2.13) podle casu,
dostaneme
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a,=ré, (2.14)
kde a, je te€né zrychleni. Pro¢ nemlZeme fict zrychleni, ale musime fikat tecné zrychleni, si
ukazeme v nasledujici kapitole.

Tecné a normalové zrychleni

0
Obr. 2.3: Pohyb po kruznici

Ptedpokladejme, ze se hmotny bod pohybuje po kruhové draze o poloméru ». V poloze r ma
rychlost v, v poloze r’ ma rychlost v’ (obr. 2.3). Mezi témito dvéma stavy urazi bod dréhu ds,
Privodic se otoci o thel d¢, rychlost se zméni o dv. Kdyz se zménil vektor rychlosti, znamena
to, ze se hmotny bod pohybuje se zrychlenim. Pokusime se nyni urcit toto zrychleni.
Pienesme si vektory v a v’ do obrazku 2.4. Definujme jednotkovy vektor j, ktery ma smér
vektoru v a jednotkovou délku. Je-li v = |v|, mliZeme napsat v = vj. Tim jsme formalné€ oddélili
vlastnosti vektoru v tak, ze skaldr v reprezentuje jeho velikost a jednotkovy vektor j jeho smér.
Zrychleni je definované podle (1.3) jako

_dv
a= —.
dr

Rozepisme vektor v = vj a derivujme podle ¢asu jako soucin

LTI (2.15)
de dt dt

Zrychleni hmotného bodu se rozpadlo na dvé slozky. Prvni slozka ma smér vektoru j, tedy
smér rychlosti; a protoze rychlost je te¢nd k trajektorii, ma slozka a, také smér teény
k trajektorii a nazyvame ji te¢né zrychleni. Druha slozka ma smér vektoru dj, ktery je kolmy
kj (obr 2.4), tedy kolmy (normalovy) k trajektorii. Proto slozku a, nazyvame normalové
(nebo taky dostiedivé) zrychleni.

Obr. 2.4: Tecna a normalova slozka zrychleni

Velikost te¢ného zrychleni je vidét pfimo z (2.15) —j ma jednotkovou délku, a proto
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dv

R (2.16)
Vsimnéme si, jak je dulezité rozliSovat mezi vektorem rychlosti v a velikosti vektoru rychlosti
v. Derivujeme-li rychlost jako vektor, ziskdme vektor zrychleni, derivujeme-li ji jako skalér,
dostaneme jen te¢nou slozku zrychleni.
Nyni uz je jasné, pro¢ jsme ve (2.14) misto a napsali a, (misto velikosti zrychleni jen velikost
jeho tecné slozky). Ve vztahu (2.13) vystupuje jen velikost rychlosti a tu jsme derivovali.
Pokusme se odhadnout velikost normalové slozky zrychleni.
Zatim jsme zjistili

_
a:vd. (2.17)
Kdyz podle (2.9) v obrazku 2.3 plati
ds = r.dg, (2.18)
musi v obrazku 2.4 platit
di=;.d¢, (2.19)

kde (7 =j|). Ale velikost jednotkového vektoru je 1. O smér se nemusime starat — vime, zZe je
kolmy k trajektorii, a tak staci zjistit velikost. Z (2.18) vyjadiime d¢ = ds/r. Z (2.19) vidime,
7ze dj=d¢ atedy dj = ds/r. Dosadime do (2.17)

a =v——=—. (2.20)

Zjistili jsme, Ze zrychleni je mozné rozepsat na dv¢ slozky. Tec¢nou, kterd je zodpovédna za
zménu velikosti rychlosti, a normélovou, ktera zptisobuje zménu sméru. Uvédomme si trochu
paradoxni skutecnost, Ze 1 kdyZ se téleso pohybuje s konstantni velikosti rychlosti, miiZze mit
nenulové (normélove) zrychleni.

Klasifikace pohybi
Klasifikace(ttidéni)pohybt
0 konst. nekonst.
v klid rovnomerny zrychleny
y klid rovnomérny primocary | zrychleny
a rovnomérny piimocary” rovnomer. zrychleny nerovnomer. zrychleny
a, rovnomérny (nepfimocary)” | rovnomér. zrychleny nerovnomér. zrychleny
a, |pfimocary” rovnomér. po kruznici”™ | nerovnomér. zrychleny

existuje i trivialni feSeni, ze hmotny bod je v klidu
podle (2.20) v*/r=konst. To je splnéno pii rovnomérném pohybu po kruznici, kdy v =konst. i r=konst.,
ale miiZe to byt splnéno i pii zrychleném pohybu po spirale, kde » =* .

Nema smysl se tabulku ucit zpaméti. Je tieba rozumét, jak je ktera velic¢ina definovana.

Otazka muze znit: Muze byt velikost rychlosti konstantni a zrychleni nenulové? A pak je tieba si uvédomit, ze
tené zrychleni je derivaci velikosti rychlosti a musi tak byt nulové. Ale normalové zrychleni je dané (2.20) a je-
li v =konst. a zaroven r=konst., bude nenulové. v =konst. 1ika, ze jde o pohyb rovnomérny, r=konst., ze jde o
pohyb po kruznici. Podobnych otazek lze vymyslet velké mnozstvi — namatkou: Muze byt rychlost v néjakém
okamziku nulova a zrychleni nenulové?
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Dodatek — Parizské délo

Je rano 23.biezna 1918 7:17 hodin. V lesich u Crepy
ozvala ohlusujici rana. Pfitomni tohoto historického
okamziku si zacpavaji usi pfed tim fevem a v némém
uzasu sleduji, jak z hlavné o délce 34 metri vylétl
metrakovy projektil a za rychlosti, ktera pétkrat
ptekracovala rychlost zvuku, zmizel v obrovské
vySce v oblacich. Obsluha monstrézniho déla si
gratuluje k prvnimu Gspésnému vystielu z déla, které
do historie vstoupi jako Patizské délo. Mezitim 103
kg vazici projektil desitky vtefin nabira nadobla¢nou
vysku a stale stoupa po strmé draze vzhiru. Patiz, ten
samy den v 7:20 hodin, nabfezi Seiny. Necekana
exploze na nabtezi Seiny rozbiji sklo v oknech okolo
stojicich domii a poskozuje jejich stabilitu. Zmateni
Pafizané se divaji na zmét sutin a prachu, ktery
stoupa z nabfezi. Nikdo nechape co se d&je. Na
obloze neni zidné nepiatelské letadlo a fronta je o
odtud vzdalena 120 km. B T e
Pafizské délo dokazalo vystielit projektil o hmotnosti asi 100 kg s po¢ate¢ni rychlosti 1600 m.s™ pod elevaénim
uhlem 50°. Projektil doletél za 170 s do vzdalenosti az 130 km a v nejvyssim bod¢€ vystoupal do vysky 42 km.
[text pfevzat z http://www.palba.cz/portal.php?topic_id=2638,

obrazek a technické data http://en.wikipedia.org/wiki/Paris_Cannon]

Vypoéitejme si parametry dréhy stiely, kterd vyleti z nulové vysky rychlosti 1600 m.s’ pod uhlem 50°
(maximalniho dostfelu je pfi pohybu ve vakuu dosazeno pii elevaci 45° v tomto piipad¢ byl elevacni uhel vétsi
aby se stfela pohybovala ve vétsich vyskach, kde je fidsi vzduch a klade pohybu mensi odpor).

Jedna se o vrh Sikmy, pro ktery plati vztahy (2.7) a (2.8). Pocatecni rychlost ma slozky vex = 1600.cos(50°) =
1028 m.s™ a vy, = v.sin(50°) = 1226 m.s™'. Okamzik dopadu stiely lze spo&itat podle (2.8). Kdyz stiela dopadne,
je jeji vyska nulova: -57 + 12261 = 0. ReSenim této rovnice je fye = 245 s. Dosazenim do (2.7) pak Xmax = Voxtmar =
252 km. Nejvyssi vysky stfela dosdhne v poloving mezi okamzikem vystfelu a dopadu ¢. = #,../2= 122 s. Vysku
v Case £, Ize spocitat podle (2.8): z,. = -5¢.>+1226¢. = 81 km. Vypocitali jsme, Ze pti zanedbani odporu vzduchu
by stiela letéla 245 s, doletéla do vzdalenosti 252 km a vystoupala pfi tom do vysky 81 km. Skute¢né hodnoty —
170 s, 130 km a 41 km jsou vyrazné nizsi nez vypocitané protoze odpor vzduchu je pfi téchto rychlostech velmi
vyznamny.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Paris_Cannon
http://www.palba.cz/portal.php?topic_id=2638
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